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????????, ???????????????????????????????????????????????????????????????
??????????????? – ?????? – ??????????????????????, ?????????????????????????
????? ??????? ?????? ?????????????? ?????: ?????????? ???????????? ??????? ????
???????????????????????????, ??????????????????????????????????????????????-
????????????????????????, ???????, ?? ????????????, ????????????????????????-
???????? ?????????? ?????????? ?? ??????? ???????, ???? ????????? ??????????????
???????????????????. ????????, ???????????????????????????????????????????????-
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????-
????????????????????????????????????????? – ????????????????????????????????
??????????????????????????????????????????????????? – ?????? – ?????????.
??????????????: ???????????????????, ?????????????????, ????????????????,
??????????????????????????????, ?????????????????????????? – ??????.
?????????? ?????????? ??????????? ??????? ??????????? ????????? ?????? ??? ????????
??????????????? ?????????????? ??????????? ???????. ???? ??????????????? ??????????-
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????????,
?????????? ???? ?????????????? ???????????? ?????????? ???????? ?? ?????????????? ????.
????????????????????????????????????????????????????????????????????????, ???????-
???????????? ?????????? ???????????? ?????. ????? ?????? ???????????, ???? ?????????
????? – ????????????????????????????????????????.
?????????????, ??????? n????????????????????????????????????????????????????,
?????????????????????????????????????? X(t) ? (X1, X2, …, Xn)????????????????????????
???????? ???????????? ????????, ????????????? ??????????????? ????????????????
??????????
dX(t) ? ?(X(t)) dt + ?(X(t)) dW(t)                                              (1)
? n???????????????? ?(x), (n?m)-?????????????????????? ?(x), ? m????????? W(t) ??????-
???????????????????????????????????????.
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????-
?????????? r(t), ??????????????????????????????????????, ????????????????????????-
????????????????????????????????? ?. ??????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????????????????, ???????????????????-
?????????????????:
1) ??????????????? [1], ?????????????????????????? ? ? kD2  – ?????????????????
????????? (D – ??????????????????????????????? r(t))
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dr(t) ? k (? ? r(t)) dt + kD2 dW(t);                                            (2)
2)  ?????? CIR  [2],  ?? ?????????????????????? ?????? –  ???????????????? ?????????
???????, ????????????????????????????????????????????????????
dr(t) ? k(? ? r(t))dt + )(2 trkD? dW(t), r(0) ? 0;                                  (3)
3) ???????????? – ???? [3], ???????????????????????????????????????????????? –
?????????, ?????????????????????????????????????????????????????????????? (?????-
???????) ???????? rinf:
dr(t) ? k(? ? r(t))dt + ))((2 inf
inf
rtr
r
kD ??? dW(t), r(0) ? rinf.                         (4)
?????????????, ???????????? – ???????????????????????, ??????????????????????
?????, ??????????????????????????????????????????????????????????????????????????-
???? CIR, ?? ???? ???????????????? ??????????????????? ???????????????? ?????????????
????. ??? rinf ? ? ?) ??????????????????????????????????.
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
???????????????????????????? (????????) ?????????????????????????????????????????
?????????????? t?????????????????????????????????????.
??????????? (2) – (4) ?????????????????????????? P(t, r; T)  ?? ??????????????? T
???????????, ???????????? t???????????????????????????????? r(t) ???????????????? r, ???.
r(t) ? r, ??????????????????????
P(t, r; T) ? P(t, r; t + ?) ? P(T, r; T) ????A(?) ? r B(?)?,                             (5)
??? ? ? T ? t – ???????????????????????????, ?????????????????????, ??? P(T, r; T) ? 1,
????????????????????????????????????. ??????? A(?)  ? B(?) ??????????????????????-
?????????????????????????. ????????????????????? (5) ???????????????????????????-
???? ?????????. ???? ?????????????? ????? ??????????? ??? ????????? (???? ??????? ?????-
?????) y(?, r) ?????????????????????????? r???????????????????????
?
?????
??? )()();,(ln),( ArB
tT
TrtPry .                                          (6)
??????? A(?)  ? B(?) ?????????????? ????????????????????????, ?????????????????????
????????????????????????????????????????????????????. ??????????? y(?, r) ?? ??????-
???????????????????????????????????????.
??????????????????????? y(?, r) – ??? ??????????????????????????????????????????
????????????? ?. ???????????????????????????????????????????????, ??????????? ??????-
???????? ??????? ??????????? ?? ?????? ?????????????. ????????????? ???????????????????
??????????? ??????? f (?, r) ???????????????????? ???????? ??????????????????????????
y(?, r) ?????????????
?
?
??? 0
),(1),( dsrsfry ,
??
??????? ),(),(),( ryryrf .                               (7)
?????????????????????????????????????????????????????????? f (?, r) ??????????????
???????
??
?????
????
???? )()();,(ln),( ABr
T
TrtPrf .                                       (8)
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????????????????????????????????????? f (?, r) ??????????????????????????, ???
???????? y(?, r). ??????????????? – ????????????????? y(?, r) ??????????????????? f (?, r)
?????????????????????????????????????????????.
???????????, ???????????????????????????????????? (????????????????????????????
???????? r) ??????? y(?, r) ???????????????????????????????????????????????????????-
???: ?????????? ????????????? ??? ??????????? ?????????? ???????????? ???????? («???-
???????» ?????????????????), ???????????????????????????????????????????????????-
????? ???????? («????????????» ??????? ??????????), ??????? ??????????? ?? ??????????
(«???????????» (humped) ??????), ????????????????????????? (flat yield curve).
?????? ?????????????? ??????? ??????????????? ??? ????????? ??????????? ??????.
?????????????????????????????????????????, ?????????????????????????????????????,
??? ???????????? ?????? ????????? ?????????????????? ????????????????? ???????????????-
???????????. ????????????????????????????????????????????????????????????????-
???, ?????????????????????, ??????????????????????????, ???. ???????????????????????,
???????????????????. ???????, ??????????????????????????????????????????????????-
??????. ????????????????????, ????????????????????????????????????????????????????-
??? X(t),  ???????????????????????????????????????????????????? (1),  ??????? (6)  ?
(8) ??????????????????????????????????????????????????????????????
?
????? )()(),( AxBry , ?
???
???
d
dA
d
dBxrf )()(),( ,                                (9)
???????????, ???????????? t??????????????????????????????????? X(t) ??????????????? x,
???. X(t) ? x; ????????????? B(?) – ??????, ? A(?) ???????????????????????????.
??????? ??????????? ???????????? ???????????? ???????????? ??????????? ??????????
???????, ?????????????????????????????????????.
?? ?????? ?? ????? ????????? ??????? ??????? ??????????????????? ??????? ?????????
????????????????????, ?????????????????????????????????????????????????????????-
???. ?????????????????????????, ????????????? – ??????????????????????????????????-
????????????????????????????????????????????????, ?????????????????????????????-
?????. ???????????????? [4] ???????????????????????????????????????????????????????-
????????????????????????????????????????????????: ?1(?) ? 1, ?2(?) ?????(–??), ?3(?) ?
??? ???(–??). ??????? ?1(?) ???????????????? ???? ?????????????? ?????????????? ???????
??????, ??????? ?2(?)  –  ???? ?????????????? ??????????????? ???????? ?? ??????? ?3(?)
??????? ????? ????????????????? ????????????????????????. ?????????????? ??????????-
?????????????????????????????????????
f (?, r) ? ?1 ? ?2????(– ??) ? ?3 ??????(– ??).                                   (10)
?????????, ??????? f (?, r) ?????????????????????????, ??????????????????????????????-
????????????????????????????????????????? ? ? 0, ?1 ? 0, ?2?? ?3. ??????????????????-
??? (7) ???????????????????????? y(?, r) ??????
y(?, r) ? ?1 ? ?2 ??
? ???e1 ? ?3 ???
?
???
?
?
??
? ?????? ee1 .                                (11)
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????
??????, ???????? [5] ?????????????????????????????????????????? – ????????????????
??????? ?5(?) ? ??????(– ??), ? ? 0, ?????????????? ?3(?), ?????????????????????? ? ? ?.
???????
f (?, r) ? ?1 ? ?2????(– ??) ? ?3 ??????(– ??) ? ?4????(–??) ? ?5 ??????(–??),          (12)
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?????????????????????????????????????????????????????????????. ??????????? (12) ???
????????????????????????????????? ?4(?) ?????(– ??), ???????????????? ?4 ? 0, ???????-
??????????????????????????.
?????? 1996 ??????????????????????????????????? (???, ??????) ????????????
??????????, ?????????????????????????????????????????????????????????????????????-
?????? ?????????????????????????????????????????????????????????. ??????????, ???
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
???????? – ?????? (??????? ?? ?????????) ???? ???? ???????????? ????????? (???????,
????????, ???????, ????????, ???????, ?????????? ?? ??????) [6]. ???, ?? ?????????,
???????????????????????????????????????????.
???????????, ??????????????? – ?????? – ????????? (NSS) ????????????????????,
????????????????????????????????????????????????????, ??????????????????????????????-
?????????. ?????? ????????????????????? ??????????? ??????????????? ??? ?? ?????? ?????-
?????????, ???????????????, ?????????????????????????????????????? (6), (8) ? (9) ??-
??????????????????????????????????????????????? [7]:
0
lim
??
 y??(?, r) ?
0
lim
??
 f??(?, r) ? x?? ? r,
???
lim  y??(?, r) ?
???
lim  f??(?, r) ? y?.
???????????????? B?(0) ? ?, y? – ??????????????????????????????????, ?????????????????-
??????????????????????????????????????????????????????? x. ????????????????????????-
???????????????, ???????????????????????????????????????????????? – ?????? (NS):
0
lim
??
 yNS(?, r) ?
0
lim
??
 fNS(?, r) ? ?1 ? ?2,
???
lim  yNS(?, r) ?
???
lim  fNS(?, r) ? ?1.
?????????????, ???????????????? ?1?? ?2?????????????????? – ??????????????????: ?1 ?
y?, ?2 ? r – y?. ?????????????, ????????????????????????????????????????????????????-
?????? ?? ??????? ??????????, ???? ???? ??? ??????? ??? ? ? 0  ??????????? ??????? ?????
???????????????????????????????????????? r.
????????? (10)  –  (12)  ? (9),  ?????? ?????????,  ????????????????????? NSS  ?????-
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????, ??-
?????????????????????????????????????????????????????? X(t) ? (X1(t), X2(t), X3(t), X4(t)).
?? ????? ??????? ?????? ???????, ???? ?????????? ?????? ???????????? ???????? (X1(t) ? ?2,
X2(t) ? ?3, X3(t) ? ?4, X4(t) ? ?5), ???????????????????????????????????????????????????:
?1?1(?) ? ?
??
d
dA )( , ?2(?) ? ?
?
d
dB )(1 , ?3(?) ? ?
?
d
dB )(2 , ?4(?) ? ?
?
d
dB )(3 , ?5(?) ? ?
?
d
dB )(4 .
????????????, ????????????? ?2, ?3, ?4?? ?5????????????????????????, ????????????????-
????????????????????????? X1(t), X2(t), X3(t), X4(t)  ???????????????? t, ???????????????-
??????????????????????????????. ??????? ?1?1(?) ?????????????????, ????????????????-
??????????? ?.
??????????????? ????????????????? ?????????? ??? X(t) ? (X1(t), X2(t), X3(t), X4(t))
????????? (1). ??????????????????????????????????????????, ???????????????????? (1)
???????????????????????????????????????? [8]:
?(x) ? K(????x), ?(x)?(x)? ? ? ? ,
4
1
?
?
?
i
ii x ?(x)?(x) ? ? ? .
4
1
?
?
?
i
ii x                   (13)
????? K, ??? ?i ? (4?4)-???????; ??????? ?i ? 4-???????, xi ???????????????????? x, ???????
?(x) ??????????? ???????????????????. ???? ?????????????????????????????????????-
???? ??????????? ???? ??????? A(?) ?? ???????????? ??????? B(?) ? (B1(?), B2(?), B3(?),
B4(?)):
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A?(?) ? (? ? K?)?B(?) ? B(?)?? B(?)/2, A(0) ? 0,                               (14)
Bi?(?) ? ?i ? B(?)?(?i ? Ki) ? B(?)??i B(?)/2, Bi(0) ? 0.                           (15)
??????????????? Bi(?) ?????? Ki??????????? i?????????????????? K, 1 ? i ? 4.
????????????????????? NSS ??????????????????????????????????????????, ????-
???? ????????? (15) B1(?), B2(?), B3(?), B4(?)  ???????????? ???????????????????????? ??-
????????????????????? ?2(?), ?3(?), ?4(?), ?5(?).
?????????????????????? ?2(?), ?3(?), ?4(?), ?5(?) ???????????????????????????????-
?????, ??????????????????. ??????????????????????? (15) ???????????????????????, ??-
????????????? (15) ??????????????????. ?????????????, ???????????????????????????-
?????? (15) ????????????????????, ???. ?i ? 0, 1 ? i ? 4. ??????????????, ?????????????????-
????????? (13) ????????????????????? ?(x) ????????????????????????????????????? x, ???.
????????????????????????????????????????????????????????. ????????????????????,
??????????????????????????????? ?(x)  ????????????????????,  ?????????????????????,
???. ?????????????????????? (13) ?i ? 0,  1 ? i ? 4. ???????????????????????????????????
??????????????????? B(?) ? (B1(?), B2(?), B3(?), B4(?)), ???????????????????????? (15) ????-
??????????????????????????????????????????????????
B?(?) ? ? ? K??B(?), B(0) ? 0.                                              (16)
????????????????? K???????
K ?
??
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
???
?
???
000
00
000
00
.                                                    (17)
????????????????????? (16) ?????  ?????????
B1(?) ? ?1 ?
? ???e1
, B2(?) ? (?1 ? ?2) ,1 1 ???
???
???
?
? ee                            (18)
B3(?) ? ?3 ?
? ???e1 , B4(?) ? (?3 ? ?4) .1 3 ???
???
????
? ee
????????????, ???????????????????????????????????? y??(?, r)  ?  f??(?, r) ????????
???????????? (9) ??????????????????????
y??(?, r) ? x1?1 ??
? ???e1 ? x2(?1 ? ?2) ???
???
??
??
? exe 12
1 ?
? x3?3 ??
? ???e1 ? x4(?3 ? ?4) ???
???
????
? exe 34
1 ? ?
?)(A ?
? (x1?1 ? x2(?1 ? ?2)) ??
? ???e1 ????? ex 12 ? (x3?3 ? x4(?3 ? ?4)) ??
? ???e1 ????? ex 34 ? ?
?)(A .  (19)
f??(?, r) ? x1?1 ???e ? x2?2 ???e ? x2?1?? ???e ? x3?3 ???e ? x4?4 ???e ? x4?3?? ???e ?
??
d
dA )( ?
? (x1?1 ? x2?2) ???e ? x2?1 ?? ???e ? (x3?3 ? x4?4) ???e ? x4?3?? ???e ?
??
d
dA )( .           (20)
????????????????????????? A(?)  ????????????????????????????,  ?????????????????????-
???????????, ????????????????????????????? (14) ?????????????????????, ?????????????
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?Bi(?)????????????, ????????????????? (14) ??????????????????????, ?????????????????
A(?) ?????????????????????????????????????????????????? (14).
???????, ??????????????????????????????? ?Bi(?)????? ? ? ?????????:
???
lim B1(?) ? ?1/?,
???
lim B2(?) ? (?1 ? ?2)/?,
???
lim B3(?) ? ?3/?,
???
lim B4(?) ? (?3 ? ?4)/?.
??????????????????????? (9) ? (14) ????????????????????????????????????????????????
?????
y? ?
???
lim  y??(?, r) ?
???
lim  f??(?, r) ? ?
???
lim ?
?
d
dA )( ? (?? ? K?)?B(?) ? B(?)?????B(?)/2.
????????, ?????????????????????? ?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????? X(t) ?????????????????????? (???????????????????
?????? r). ???? ?3 ? ?4 ? 0, ?????????? X3(t) ? X4(t) ???????????????????????, ?????????-
????????????? NSS ?????????????????????????????????????? – ?????? (NS). ????????
?????????????????????????????????????????????????????????????????
f??(?, r) ? ?
??
d
dA )( ? (x1?1 ? x2?2) ???e ? x2 ?1?? ???e .                            (21)
y??(?, r) ? ? ?
?)(A ? (x1?1 ? x2(?1 ? ?2)) ??
? ???e1 ????? ex 12 ?
? ? ?
?)(A ? (x1?1 ? x2?2) ??
? ???e1 ? x2?1 ???
?
???
?
?
??
? ?????? ee1 .                         (22)
??????????????????????? (10) ? (21) ? (11) ? (22) ??????????, ?????????????????????????
???????? – ???????????????????????????????????????????????????????, ??????????-
?? ?1, ?2, ?3???????????????????????????????????????
?1 ? ?
??
d
dA )( , ?2 ? x1?1 ? x2?2 ? r, ?3 ? x2?1.                                   (23)
??????????????????????????????????????????????????????????????? ?1, ?2?? ?3????????-
????? ???????????: ?1 – ??????? ?,  ? ?2? ? ?3 – ???????? ??????????? ?????????? ?????
x1 ? X1(t) ? x2 ? X2(t) ???????? t, ???????????????????????????????????????????????, ????-
??????????????, ???????????, ??????????????????????????????. ???????, ?????????????-
?????? ??????????? ?2? ?????? ????????? ????????????????????????? ??????? ?? ?????????
?????? t, ?2 ? r(t) ? r. ?????????????????????????????????????????????????????? NS ?
????????? (1) ?????????????? ?(x) ????????????????????????????????? x, ????????????-
??????????? ?(x) – ?????????? (??????????????? x), ???????????? (1) ????????????????-
???????????????????????????????????????, ???????????????????? ?2?? ?3? ??????????
????????????????????? NS – ???????????????????????????????????????????, ???????-
????????????????????.
??????????, ?????????????????????????????????? NS, ???????????????????????.
????????????? ?3 ? 0, ?4 ? 0 ???????????????????????????????????????????? (19) ? (20).
?????????? ????????????? (12) ? (19) ????? ?????????? ?????????????? ?????????????
?????? NSS
?1 ? ?
??
d
dA )( , ?2 ? x1?1 ? x2?2, ?3 ? x2?1, ?4 ? x3?3 ? x4?4, ?5 ? x4?3.               (24)
????????????????? NS ?????, ????????? ?2 ? r, ?? ?2 ? ?4 ? r.
?????????????, ??????????????????????????????????????? – ?????? – ?????????
???????????? ???????? ???????? ?????????????? ????????? ??????????????? ??????? ?? ??-
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?????????????????????????????????????????? K??????????????????????, ???????????
(17).  ??????????????,  ??????????????? –  ?????? –  ???? ???????? ?????????????????? ??-
??????????????????????????????????????????????????????????????????????????? K???-
???????????????????, ???????????
K ? ???
?
???
?
?
???
0
.                                                           (25)
???????????????, ?????? NS ? NSS – ????????????????????????????????????????-
?????? (2), ????? ???? ????????????????????????????????? ??????????????????????????-
????????????????????????????. ??????????????????, ??????????? (17) ? (25) ??????
?????????????????? NS ? NSS. ????????????????????????,  ????????????????? (1),  (13)
??????? K?????????????????? (17) ??? (25), ??????????????????????????????????????????
????????? NS ??? NSS. ???????????
??????????? ???? ???????? ??????????? ?????? CIR (3) ?? ????????? ?????????????
??????? (25). ?????????????????????????????????????????????????? (13) ????????????-
?????
?(x) ? ???
?
???
?
?
?
22
11
0
0
x
x
, ?(x) ? ???
?
???
?
??
??
222
111
x
x
.
?????????????????????????????? ?i? iii Dk ?/2 , i ? 1, 2. ????????????????????? (13)
? ? 0, ?1 ? ???
?
???
??
00
021 , ?2 ? ???
?
???
?
?220
00
, ? ? 0, ?1 ? ???
?
???
? ??
0
1
2
1 , ?2 ? ???
?
???
?
?? 222
0
.
????????? (14) – (15) ?????????????
A?(?) ? B(?)?K?, A(0) ? 0,
B1?(?) ? ?1 ? (?12 ?1 ? ?)B1(?) ? ?12 B1(?)2/2, B1(0) ? 0,
B2?(?) ? ?2 ? ?B1(?) ? (?22 ?2 ? ?)B2(?) ? ?22 B2(?)2/2, B2(0) ? 0,
?? ????? ??????? ?????????? ??????????? ???????????. ??????? ?? ??????? ????????? – ???
?????????????????. ???????????????????? B1(?) – ????????????????????????????????-
??????????????????????????????????????????????????????. ????????????? B2(?) – ????-
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????
???????????.
?????????????? ????????? g ? 2112121 2)( ??????? . ?????? ???????? ?????????? ???
B1(?) ???????????????????
B1(?) ?
1
2
2
1
2
1
1
?
??????
?
?ge
gg
,                                             (26)
????????????????????????????????????? B1(?) ???????? NS (18). ?????????????????????-
????? ?? ?? ??????? B2(?), ???????? ?????????? ??????? ????????. ???????????? ??????????
????????????????????????????????????????? – ???? (4), ????????????????? B1(?) ????
????????? (26), ??????????????? g?? ?1???????????????????:
g?? ? 2??,11212??,1 2)( ??????? , ?1,??? )/(2 inf,1111 xDk ?? .
??????????, ?????????? NS – ???????????????????????????, ????????????????? (1) ????-
?????????? ?(x) ???????????????????? x, ??????????????????????? ?(x) ????????????? x.
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?????????????, ?????????????????????????????????????????????????????????????-
????????????? – ?????? – ??????????????????????, ?????????????????????????????????-
??????????????????????????????: ????????????????????????????????????????????????
???????????? ?, ????????????????????????????????????????????????????????????????
????? ?xi?, ???????, ??????????????, ?????????????????????????????????????????????-
?????? ?Xi(t)?????????? t, ???????????????????????????????????????????????, ???. ??????-
???????????????. ???????, ???????????????????????????????? ?Xi(t)??????????????????
?????????????? ???? P, ???. ?? ??????? ????????? ???? ????? ?(x). ????? ??????? ????????
??????????????? ?????????? ????????? ???????? ??????????? ?? ???????????? ??????????
??????????????????????????????????????????????????????????? – ??????????????????-
??????? ???????? ?????????????? ??????????? ??????? ???? ??????? ???????? –  ?????? –
?????????. ?????????? ???????? ?Xi(t)?, ???????? ???????? NS- ? NSS-???????, ?????-
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